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| WSTEP

1. Zakres tematyczny monografii

W przypadku calej klasy zagadnien technicznych, takich jak giecie na zimno i ttoczenie
blach metalowych, zagadnien globalnego wyboczenia stupow albo lokalnego wyboczenia
wiotkich elementow oraz $cianek elementéow konstrukcji metalowych, opisu elementow
wykonanych z polimeréw i elastomerow, zakres mozliwych deformacji moze by¢ znaczny.
W trakcie obcigzania rosng zaréwno odksztalcenia, jak i lokalnie obroty czastek ciata.
W wyniku odcigzenia czg$¢ sprezysta deformacji zanika. Pozostaje tylko ta czgsc, ktorg
interpretuje si¢ jako plastyczng. Kiedy zakres odksztatcen sprezystych i plastycznych jest
porownywalny i znaczny, to zastosowanie klasycznej teorii matych odksztalcen moze by¢
niewystarczajace, a uzyskane wyniki niezadowalajace. Wtedy formutuje si¢ tzw. teori¢
plastycznosci duzych deformacji, por. wybrane prace zrodtowe Lee [173, 174], Hibbita i in.
[123], Kratochvila [166], Argyrisa i in. [19-21], Casey’a i Naghdiego [57-60], Nemat-Nassera
[201, 202], Simo [248], Simo i Taylora [255]. Konieczno$¢ jej stosowania wynika czasem
wylacznie z kinematyki opisywanego zagadnienia, por. np. Crisfield [72, 73], Quoc [225],
Jemioto i Gajewski [145, 146]. Dzieje si¢ tak np. w przypadku zagadnienia tloczenia,
walcowania, giecia na zimno blach metalowych, przeciagania, wykonywania zimnogigtych
profili ze stali, aluminium i innych stopéw metali, ktére sa obecnie powszechnie stosowane
(np. w budownictwie). Proces ten ze wzgledu na wystgpowanie lokalnie znacznych obrotow
czastek modelowanego ciata wymaga zastosowania teorii duzych deformacji, chociaz nie
wskazuje na to wielko$¢ odksztalcen, zarowno w zakresie sprezystym, jak i plastycznym.
W wymienionych przypadkach zagadnien brzegowych niedopuszczalne jest zalozenie
0 izotropii materialu, dlatego konieczne jest uwzglednienie anizotropii zaréwno w zakresie
sprezystym jak i plastycznym, np. Briinig [48, 49], Rojek i in. [235]. Zagadnienie to,
szczegolnie istotne w przemysle motoryzacyjnym, jest obecnie szczegdtowo analizowane
i organizowane sa specjalne konferencje poswigcone wytacznie tej tematyce.

Celem niniejszej monografii jest zastosowanie i implementacja numeryczna w programie
MES ABAQUS [1-5] wybranych modeli konstytutywnych teorii sprezysto-plastycznosci
duzych deformacji, glownie dla metali. Ograniczamy szczegétowe rozwazania do tych
sformutowan i modeli, w ktérych wystepuje warunek plastycznosci Hubera z 1904r. [130]
oraz materiat sprezysto-plastyczny jest materiatem izotropowym w konfiguracji odniesienia.
Rozdziat 11, ktory dotyczy teorii matych odksztatcen, jest punktem wyjscia do przedstawienia
teorii hipersprezystosci w Rozdziale IV i jej implementacji numerycznej w programach MES
(Rozdzial V) oraz teorii sprgzysto-plastycznosci dowolnych deformacji w Rozdziale VII.
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Przedyskutowana zostanie teoria plastycznosci dowolnych  deformacji, oparta
0 dekompozycje multiplikatywna gradientu deformacji, na tle teorii duzych deformacji
z addytywna dekompozycja tensorow odksztalcen (np. takiej, jak standardowo
zaimplementowana w programie ABAQUS) i klasycznej teorii matych przemieszczen.
Obydwa sformulowania (w ramach teorii duzych deformacji) pozwalaja na uwzglednienie
duzych lokalnych obrotow czastek materiatu. Jak wspomniano wczesniej, pominigcie
lokalnych obrotow czastek ciata jest podstawowa wadg tradycyjnej, powszechnie stosowanej
teorii sprezysto-plastycznosci matych odksztatcen. Jezeli rozpatrujemy kolejne konfiguracje
odksztatconego ciata, to przyrostowe nieliniowe zwiazki fizyczne sprezysto-plastycznosei
matych odksztalcen nie sa obiektywne.

Szczegdtowo przeanalizowane zostang takze podstawowe zalozenia teorii plastycznosci
duzych deformacji odno$nie do kinematyki ciala oraz relacji konstytutywnych sprezystosci
i plastycznosci, patrz Rozdziat III. Podstawa rozwazan o kinematyce deformacji ciata
sprezysto-plastycznego sa oczywiscie pojecia i zaleznosci mechaniki osrodkéw ciaglych.
Sprezyste wlasciwosci materialu zostang opisane w ramach teorii hipersprezystosci (Rozdziat
1V), ktéra jest obecnie dziedzing intensywnie rozwijang, por. monografie Jemioto [140] oraz
prace zrodtowe tam cytowane (w odniesieniu do materiatdbw anizotropowych, por. np. pracg
Jemioto i Telegi [156] i literature¢ tam cytowana). Przyrostowe, obiektywne zwiazki
hipersprezystosci prezentowane sa w Rozdziale V, co jest punktem wyjscia do implementacji
rozwazanych modeli w programie MES ABAQUS/Standard w ramach procedury
uzytkownika UMAT. Natomiast testy numeryczne i przyklady zagadnien brzegowych
hipersprezystosci  zamieszczamy w  Rozdziale VI. Po  przedstawieniu teorii
hipersprezystoplastycznosci w Rozdziale VII, w dalszej czg¢sci monografii, w Rozdziale VIII
podajemy sposéb implementacji modelu Simo [249-251] w systemie ABAQUS/Standard w
ramach procedury uzytkownika UMAT. Rozdzialy IX, X, XI i XIl sa poswigcone
zagadnieniom brzegowym teorii sprezysto-plastycznosci duzych deformacji i hipersprezysto-
plastycznosci. W Rozdziale IX s3 podstawowe testy numeryczne, ktdre potwierdzaja
poprawnos¢ implementacji numerycznej modelu Simo w programie ABAQUS. Bardziej
ztozone przyklady sa dyskutowane w Rozdziale X, XI i XIll, gdzie analizowane sg m in.
zagadnienia kontaktowe i wyboczenia rur. Rozdzial XIIl zawiera krotkie podsumowanie
zagadnien poruszanych w monografii i propozycje dalszych badan.

2. Uwagi bibliograficzne

W zwigzku z tym, ze wsrdd badaczy nie ma zgody odnosnie do sformutowania teorii
sprezysto-plastycznosci w zakresie dowolnych deformacii, jej zastosowanie musi poprzedzi¢
szczegOlowa analiza 1 weryfikacja propozycji prezentowanych w literaturze od lat
sze$édziesigtych ubieglego wieku, patrz np. prace przegladowe [201, 310]. Bibliografia tej
monografii zawiera 323 pozycje. Sa to m.in. podrgezniki z teorii osrodkow ciaghych,
hipersprezystosci, teorii sprezysto-plastycznosci, metody elementéw skonczonych, prace
zrodtowe 1 wlasne prace zwigzane z hipersprezystoscia i plastycznoscia. Warto podkreslié, ze
w literaturze nie ma zbyt wielu prac, stanowigcych poréwnanie i systematyczng analiz¢ teorii
matych przemieszczen i duzych deformacji ciat sprezystych i plastycznych, w ktorych
wyjasniono by wszystkie konsekwencje sformulowania zagadnienia brzegowego w kazdej
z tych teorii. Zazwyczaj badacze koncentruja si¢ wytacznie na relacjach konstytutywnych
w oderwaniu od teorii, w ktorej miatyby by¢ one stosowane. Zwykle dokonuje si¢ podziatu na
zagadnienia brzegowe fizycznie albo geometrycznie nieliniowe. Wydaje si¢ jednak, ze takie
podejscie nie jest wystarczajace.

10



Klasycznym sformutowaniom zwiazkéw fizycznych sprezysto-plastycznosci poswigcone
sg mi¢dzy innymi monografie: Hilla 1950r. [161], Olszaka red. 1965r. [207], Perzyny 1966r.
[217], Sawczuka 1982r. [241], 1989r. [242], Lublinera 1990r. [183], Khana i Huanga 1995r.
[161] oraz wiele innych.

Opublikowana po drugiej wojnie $wiatowej monografia Hilla [161] pt. ,,The
mathematical theory of plasticity”, potozyta podwaliny i stata si¢ przyczynkiem do rozwijania
nowoczesnej teorii sprezysto plastycznosci. Polscy uczeni podjeli ten temat i juz w 1965 roku
pod redakcjg Wactawa Olszaka opublikowana zostata monografia pt. ,,Teoria plastycznosci”,
poswigcona w catosci zagadnieniom teorii deformacyjnej plastycznoscei, teorii plastycznego
plyniecia, teorii nosnosci granicznej, badaniom do$wiadczalnym oraz pewnym szczegdlnym
zagadnieniom brzegowym teorii plastycznosci (np. plaskie plastyczne plynigcie i sprezysto-
plastyczne skrgcanie pretow pryzmatycznych). Wsrod wspoétautordw tej monografii mozna
wymieni¢ m.in. Sawczuka, Perzyng, Mroza, Rychlewskiego, Szczepinskiego,
Urbanowskiego, Marciniaka i Zyczkowskiego, a w spisie literatury zalaczanym po kazdym
rozdziale znalez¢ mozna wiele prac zrodtowych takich autorow, jak Bridgman, Hencky, Lode,
Hill, Prager, Drucker, Niepostyn, Sokotowski, Mises, Nadai, Iliuszyn i wielu innych. Na
szczegldlng uwage zashuguje Rozdzial XII tej monografii zatytulowany ,,Wspoétczesne
kierunki rozwojowe teorii plastycznosci”, gdzie w formie podpunktéw wskazano m.in.
nastepujace kierunki badan: ,,Odksztalcenia skonczone”, ,,Anizotropia. Niejednorodnos¢”,
,,Hiposprezystos¢”, ,,.Lepko-plastycznos¢”, ,Mechanika  gruntéw”, ,,Zagadnienia
dynamiczne”. Mimo uptywu wielu lat i niewatpliwego rozwoju omawianej dziedziny, dzisiaj
mozna by nakresli¢ analogiczne kierunki badan nad sformutowaniem i zastosowaniami teorii
sprezysto-plastycznosci, por. [6, 26, 61, 69, 11, 112, 151, 160, 167,217, 313, 316-318].

Kolejna istotna monografia w jezyku polskim autorstwa Sawczuka [241] opublikowana
zostata w 1982 roku. Zawiera ona usystematyzowane wyniki badan teoretycznych zapisane
przy wykorzystaniu notacji absolutnej i teorii reprezentacji funkcji tensorowych w kontekscie
teorii idealnej plastycznosci, teorii Levy’ego-Misesa, Prandtla-Reussa, stowarzyszonego
prawa ptyniecia, wzmocnienn odksztalceniowych i powierzchni granicznych. Zastosowania
teorii plastycznosci i teorii nosnosci granicznej pokazano na przyktadzie uktadow pretowych,
teorii ptyt plastycznych, teorii linii zatlomow oraz powtok walcowych.

W tym samym roku, co monografia Sawczuka, wydana zostata ksigzka W.F. Chena [61]
dotyczaca plastycznosci w betonowych konstrukcjach zbrojonych. W omawianej monografii
zaw¢zono modelowanie konstytutywne tylko do betonu zbrojonego wktadkami stalowymi,
jednak wobec znacznej liczby zjawisk towarzyszacych deformacji elementéw konstrukcji
betonowych (np. dylatacja, roznica migdzy rozcigganiem a S$ciskaniem w tescie
jednoosiowym, itp.) mozna znalez¢é tu wiele koncepcji rozwijanych pdzniej w przypadku
innych materiatow. Obok systematycznie zaprezentowanej klasyfikacji modeli materialow
sprezysto-plastycznych do opisu wlasciwosci betonu w monografii zawarte sg podstawy
sformutowania metody elementow skonczonych w zastosowaniu do omawianych modeli
(rozdziat 9) oraz podstawowe badania doswiadczalne stosowane do wyznaczenia parametrow
Mmateriatowych (rozdziat 1, pkt.2).

Wiele pozycji literatury dotyczacych zagadnien teorii sprezysto-plastycznosci zostato
wydane w ostatnim dziesi¢cioleciu XX wieku - Lubliner [183], Khan i Huang [161], Simo
i Hughes [252] i na poczatku XXI wieku Gambin i Kowalczyk 2003r. [98].

Podrecznik Lublinera stanowi tagodne przejscie od teorii matych przemieszczen do teorii
duzych deformacji. Lubliner wykorzystal m.in. wczesniejsze wlasne prace [180-182]
i zaprezentowal teori¢ plastycznos$ci malych przemieszczen w ramach termodynamiki przez
koncepcje zmiennych wewnetrznych (rozdziat 1, pkt.1.5), por. takze Jemioto i Gizejowski
[148, 149]. Monografia zawiera ponadto fizyczne interpretacje procesow plastycznego
plynigcia w przypadku materiatéw o budowie krystalicznej, skat i gruntéw oraz rozdziat
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poswiecony modelowaniu wlasciwosci plastycznych w  zagadnieniach statycznych
i dynamicznych wraz z twierdzeniami ekstremalnymi i dowodami jednoznaczno$ci
rozwigzan. W ostatnim rozdziale zaprezentowano teori¢ plastycznosci duzych deformacji
w ramach termodynamiki proceséw nieodwracalnych sformutowang na bazie dekompozycji
multiplikatywnej.

W monografii A. S. Khana i S. Huanga [161] prezentacja teorii plastycznosci od
poczatku prowadzona jest w ramach teorii dowolnych deformacji. Teoria matych
przemieszczen pokazywana jest wytacznie jako szczegolny przypadek szerzej sformutowanej
teorii duzych deformacji. Znalezé w niej mozna rozdzial poswigcony plastyczno$ci
pojedynczych krysztalow, z ktorej to historycznie wywodzi si¢ koncepcja multiplikatywnej
dekompozycji gradientu deformacji (por. takze Lee [172], Boukadia i Sidorf [41]) oraz
rozdziat, w ktorym wskazano nowe trendy rozwojowe w teorii plastycznosci (a wsréd nich
model wielopowierzchniowy Mroza [193, 194], modele dwupowierzchniowe Popova
i Dafaliasa, itp.). W podrgezniku tym brakuje jednak uwag na temat implementacji
numerycznej (przydatnosci z punktu widzenia implementacji numerycznej, np. w celu
zastosowania w programach metody elementdw skonczonych) omawianych modeli. Lukg te
calkowicie wypelnia monografia Simo i Hughesa [252], w ktore] prezentowane sg
sformulowania i algorytmy MES w odniesieniu do teorii plastycznosci matych i duzych
deformacji, z r6znymi typami wzmocnien i réznymi warunkami plastycznosci.

Teorie plastycznos$ci prezentowane przez Gambina i Kowalczyk [98] pozwalaja taczyé
efekty lokalne wystepujace w trakcie deformacji plastycznej, dotyczace pojedynczych
krysztatow (wewnatrz jak i na granicy ziaren) materialu polikrystalicznego (metalu)
z globalnym warunkiem plastycznosci, por. takze Nemat-Nasser [202]. W ten sposob
otrzymuje si¢ fenomenologiczny model mikroplastycznego ptynigcia. Lokalne deformacje
plastyczne sg jednak znaczne w stosunku do efektu globalnego i wymagaja stosowania opisu
mechaniki os$rodkéw ciaglych. Znaczne deformacje plastyczne powoduja rozwoj tzw.
anizotropii plastycznej (por. np. Szczepinski [266]) i w efekcie np. zjawisko lokalizacji
odksztatcen, por. takze Stéren i Rice [261], Bigoni i in. [34]. Zjawisko to jest analizowane w
monografii Gambina i Kowalczyk na przyktadzie blach izotropowych i ortotropowych, przy
wykorzystaniu warunkow plastycznosci Hilla, Barlata i Liana.

W przypadku teorii sprezysto-plastycznosci zwykle dokonuje si¢ podziatu na zagadnienia
brzegowe fizycznie albo geometrycznie nieliniowe, por. np. Zienkiewicz i Taylor [321, 322],
Kleiber [162, 163], Crisfield [72, 73], ABAQUS Theory manual [1]. W niniejszej monografii
podziat tego typu bedzie stosowany wylacznie w celu odniesienia si¢ do literatury
przedmiotu.

Z uwag i wnioskdw zamieszczonych w rozprawie doktorskiej Gajewskiego [99], jak
i w pracach [101, 103-105, 146, 147] wynika, Ze teoria sprezystosci i plastycznosci w przy-
padku materiatéw izotropowych z warunkiem plastycznosci Hubera-Misesa [130, 190] oraz
materiatéw anizotropowych (tj. ortotropowych, transwersalnie izotropowych oraz o symetrii
regularnej, czy zbrojonych witoknami) z warunkiem Hilla ze wzmocnieniem typu
energetycznego, moze by¢ stosowana do zagadnien brzegowych dla stosunkowo matych
odksztatcen sprezystych i duzych odksztatcen plastycznych oraz skonczonych obrotow
czastek ciata, jezeli stosowany jest algorytm NLGEOM (uaktualniany opis Lagrange’a).

Doktadny opis zastosowanego sformutowania wariacyjnego zagadnienia brzegowego
teorii sprezystosci i plastycznosci oraz algorytmu catkowania przyrostowych réwnan
konstytutywnych jest zamieszczony na kilkudziesigciu stronach podrecznika teoretycznego
programu ABAQUS/Standard [1]. Celowe jest poréwnanie sformutowania zaproponowanego
w programie z opisem podanym w monografii Boneta i Wooda 1997r. [39] oraz w monografii
pod redakcjg Kleibera 1995r. [163], ktére dotyczg teorii sprezysto$ci i plastycznosci
materiatow izotropowych z warunkiem plastycznosci MHMH. Poniewaz koncepcja
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zastosowanej teorii sprezysto-plastycznosci laczy posrednio zagadnienia hipersprezystosci
i plastycznosci, to zasadniczg niekonsekwencja teorii zastosowanej w programie ABAQUS
jest nieadekwatny opis sprezystych wilasciwosci materialu i braku rozrdzniania miedzy
tensorem napre¢zenia Cauchy’ego i tensorem naprezenia Kirchhoffa, w sformutowaniu stabym
réwnan réwnowagi w konfiguracji aktualnej. W teorii plastycznosci z warunkiem Hilla
wystepuje niescisliwos¢ czgsci plastycznej, co wedlug instrukcji i podrgcznika programu
ABAQUS ogranicza zakres zastosowan omawianej teorii sprezysto-plastycznosci do sytuacji
ze stosunkowo matymi odksztalceniami sprezystymi (rzgdu 5%). Nie wprowadza si¢ zadnych
ograniczen formalnych co do wielkosci odksztatcen plastycznych i lokalnych obrotow. Testy,
ktore zamieszczono m.in. w [99] pokazuja, Zze ograniczenia stosowanej teorii w zagadnieniach
plaskich (ptaskiego stanu napr¢zenia PSN i plaskiego stanu odksztatcenia PSO)
i przestrzennych powinny dotyczy¢ takze lokalnych obrotow czastek ciata w zakresie
odksztatcen sprezystych lub plastycznych. Zagadnienie to byto analizowane takze przez
Casey’a 1985r. [55].

Teoria plastycznosci duzych deformacji rozwija si¢ nieustannie od konca lat
siedemdziesiagtych ubiegtego wieku [32, 39, 45, 126, 201, 218, 310]. Nie istnieje jednak
obecnie konsensus odnosnie sposobu sformutowania teorii plastycznosci materiatow
izotropowych 1 anizotropowych duzych deformacji. Rozwijane jest rownolegle wiele
kierunkéw. Za pionierskie mozna uzna¢ m.in. prace opublikowane przez Lee [173,174],
Hibbitta i in. [123] (jeden z tworcow systemu MES ABAQUS [1-5]), Kratochvila [166],
Hahna [117], Argyrisa, Doltsinisa i Kleibera [19-21] oraz Caseya i Naghdiego [58-60]. W
pracach tych wyraznie rysuja si¢ dwa nurty odnosnie do wydzielania wielkosci
charakteryzujacych deformacje¢ plastyczng. Jeden nurt to rozszerzenie i uogolnienie teorii
matych odksztatcen, czyli pozostanie przy dekompozycji addytywnej oraz ewentualne
wprowadzenie tensorowych miar logarytmicznych odksztatcen, np. Hibbitt i in. [123]. Drugi
nurt, czerpigcy motywacj¢ z mechaniki materiatéw krystalicznych, postuluje dekompozycje
multiplikatywna tensora gradientu deformacji, por. Asaro [23], Lee [173, 174], Clifton [67],
Casey iNaghdi [57], Lubarda [179]. Zgodno$¢ tego drugiego nurtu konczy si¢ na
dekompozycji multiplikatywnej, dalej kazdy z elementéw formulowanej teorii jest
dyskusyjny i wsrod badaczy nie ma zgody po dzien dzisiejszy. Rozbiezno$é dotyczy takze
formutowania powierzchni plastyczno$ci w przestrzeni stanu naprezenia lub w przestrzeni
stanu odksztatcenia, por. Naghdi i Trapp [197], Yoder i Whirley [315] czy Xiao i Chen [312].
Trwa dyskusja, czego dowodem moga by¢ prace z ostatnich lat poswigcone tej tematyce, por.
np. prace¢ Dafaliasa [77, 78], Mariano [185]. Najmniej kontrowersyjne wydaja si¢ poglady
zapoczatkowane w pracach Simo [248-251], ktory w swoich pracach przedstawia teorie
plastycznosci duzych deformacji materiatéw izotropowych przy uwzglednieniu dekompozycji
multiplikatywnej, dla sprezystosci postulujac relacje hipersprezystosci. Przez ostatnie kilka lat
intensywnie rozwijana jest teoria sprezysto-plastycznosci z zastosowaniem logarytmicznych
tensorow odksztalcenia, ktora taczy hipersprezystos¢é i klasyczne sformulowanie teorii
plastycznosci ze stowarzyszonym prawem plyniecia, uzupelniona przez odpowiednie
obiektywne zwiazki przyrostowe, adekwatne do implementacji w kodach MES. Gléwnie sg to
prace zespotu: Xiao, Bruhns i Meyers [46, 47, 188, 299-310].

Teori¢ hipersprezystoplastycznosci stosuje sie w tej monografii do rozwigzywania zadan
brzegowych w przypadku metali, dla ktérych sg dostgpne dane materiatowe i mozliwa jest
weryfikacja do§wiadczalna, por. np. Storen i Rice [261], Wu i in. [298], Cabezas i Celentano
[50], Ajdukiewicz i in. [7-13] oraz [106, 290].
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