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I WSTĘP  
 
 
 

1. Zakres tematyczny monografii 
 
W przypadku całej klasy zagadnień technicznych, takich jak gięcie na zimno i tłoczenie 

blach metalowych, zagadnień globalnego wyboczenia słupów albo lokalnego wyboczenia 
wiotkich elementów oraz ścianek elementów konstrukcji metalowych, opisu elementów 
wykonanych z polimerów i elastomerów, zakres możliwych deformacji może być znaczny. 
W trakcie obciążania rosną zarówno odkształcenia, jak i lokalnie obroty cząstek ciała. 
W wyniku odciążenia część sprężysta deformacji zanika. Pozostaje tylko ta część, którą 
interpretuje się jako plastyczną. Kiedy zakres odkształceń sprężystych i plastycznych jest 
porównywalny i znaczny, to zastosowanie klasycznej teorii małych odkształceń może być 
niewystarczające, a uzyskane wyniki niezadowalające. Wtedy formułuje się tzw. teorię 
plastyczności dużych deformacji, por. wybrane prace źródłowe Lee [173, 174], Hibbita i in. 
[123], Kratochvila [166], Argyrisa i in. [19-21], Casey’a i Naghdiego [57-60], Nemat-Nassera 
[201, 202], Simo [248], Simo i Taylora [255]. Konieczność jej stosowania wynika czasem 
wyłącznie z kinematyki opisywanego zagadnienia, por. np. Crisfield [72, 73], Quoc [225], 
Jemioło i Gajewski [145, 146]. Dzieje się tak np. w przypadku zagadnienia tłoczenia, 
walcowania, gięcia na zimno blach metalowych, przeciągania, wykonywania zimnogiętych 
profili ze stali, aluminium i innych stopów metali, które są obecnie powszechnie stosowane 
(np. w budownictwie). Proces ten ze względu na występowanie lokalnie znacznych obrotów 
cząstek modelowanego ciała wymaga zastosowania teorii dużych deformacji, chociaż nie 
wskazuje na to wielkość odkształceń, zarówno w zakresie sprężystym, jak i plastycznym. 
W wymienionych przypadkach zagadnień brzegowych niedopuszczalne jest założenie 
o izotropii materiału, dlatego konieczne jest uwzględnienie anizotropii zarówno w zakresie 
sprężystym jak i plastycznym, np. Brünig [48, 49], Rojek i in. [235]. Zagadnienie to, 
szczególnie istotne w przemyśle motoryzacyjnym, jest obecnie szczegółowo analizowane 
i organizowane są specjalne konferencje poświęcone wyłącznie tej tematyce. 

Celem niniejszej monografii jest zastosowanie i implementacja numeryczna w programie 
MES ABAQUS [1-5] wybranych modeli konstytutywnych teorii sprężysto-plastyczności 
dużych deformacji, głównie dla metali. Ograniczamy szczegółowe rozważania do tych 
sformułowań i modeli, w których występuje warunek plastyczności Hubera z 1904r. [130] 
oraz materiał sprężysto-plastyczny jest materiałem izotropowym w konfiguracji odniesienia. 
Rozdział II, który dotyczy teorii małych odkształceń, jest punktem wyjścia do przedstawienia 
teorii hipersprężystości w Rozdziale IV i jej implementacji numerycznej w programach MES 
(Rozdział V) oraz teorii sprężysto-plastyczności dowolnych deformacji w Rozdziale VII.  
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Przedyskutowana zostanie teoria plastyczności dowolnych deformacji, oparta 
o dekompozycję multiplikatywną gradientu deformacji, na tle teorii dużych deformacji 
z addytywną dekompozycją tensorów odkształceń (np. takiej, jak standardowo 
zaimplementowana w programie ABAQUS) i klasycznej teorii małych przemieszczeń. 
Obydwa sformułowania (w ramach teorii dużych deformacji) pozwalają na uwzględnienie 
dużych lokalnych obrotów cząstek materiału. Jak wspomniano wcześniej, pominięcie 
lokalnych obrotów cząstek ciała jest podstawową wadą tradycyjnej, powszechnie stosowanej 
teorii sprężysto-plastyczności małych odkształceń. Jeżeli rozpatrujemy kolejne konfiguracje 
odkształconego ciała, to przyrostowe nieliniowe związki fizyczne sprężysto-plastyczności 
małych odkształceń nie są obiektywne. 

Szczegółowo przeanalizowane zostaną także podstawowe założenia teorii plastyczności 
dużych deformacji odnośnie do kinematyki ciała oraz relacji konstytutywnych sprężystości 
i plastyczności, patrz Rozdział III. Podstawą rozważań o kinematyce deformacji ciała 
sprężysto-plastycznego są oczywiście pojęcia i zależności mechaniki ośrodków ciągłych. 
Sprężyste właściwości materiału zostaną opisane w ramach teorii hipersprężystości (Rozdział 
IV), która jest obecnie dziedziną intensywnie rozwijaną, por. monografię Jemioło [140] oraz 
prace źródłowe tam cytowane (w odniesieniu do materiałów anizotropowych, por. np. pracę 
Jemioło i Telegi [156] i literaturę tam cytowaną). Przyrostowe, obiektywne związki 
hipersprężystości prezentowane są w Rozdziale V, co jest punktem wyjścia do implementacji 
rozważanych modeli w programie MES ABAQUS/Standard w ramach procedury 
użytkownika UMAT. Natomiast testy numeryczne i przykłady zagadnień brzegowych 
hipersprężystości zamieszczamy w Rozdziale VI. Po przedstawieniu teorii 
hipersprężystoplastyczności w Rozdziale VII, w dalszej części monografii, w Rozdziale VIII 
podajemy sposób implementacji modelu Simo [249-251] w systemie ABAQUS/Standard w 
ramach procedury użytkownika UMAT.  Rozdziały IX, X, XI i XII są poświęcone 
zagadnieniom brzegowym teorii sprężysto-plastyczności dużych deformacji i hipersprężysto-
plastyczności. W Rozdziale IX są podstawowe testy numeryczne, które potwierdzają 
poprawność implementacji numerycznej modelu Simo w programie ABAQUS. Bardziej 
złożone przykłady są dyskutowane w Rozdziale X, XI i XII, gdzie analizowane są m in. 
zagadnienia kontaktowe i wyboczenia rur. Rozdział XIII zawiera krótkie podsumowanie 
zagadnień poruszanych w monografii i propozycje dalszych badań. 
 
 
2. Uwagi bibliograficzne 

 
W związku z tym, że wśród badaczy nie ma zgody odnośnie do sformułowania teorii 

sprężysto-plastyczności w zakresie dowolnych deformacji, jej zastosowanie musi poprzedzić 
szczegółowa analiza i weryfikacja propozycji prezentowanych w literaturze od lat 
sześćdziesiątych ubiegłego wieku, patrz np. prace przeglądowe [201, 310]. Bibliografia tej 
monografii zawiera 323 pozycje. Są to m.in. podręczniki z teorii ośrodków ciągłych, 
hipersprężystości, teorii sprężysto-plastyczności, metody elementów skończonych, prace 
źródłowe i własne prace związane z hipersprężystością i plastycznością. Warto podkreślić, że 
w literaturze nie ma zbyt wielu prac, stanowiących porównanie i systematyczną analizę teorii 
małych przemieszczeń i dużych deformacji ciał sprężystych i plastycznych, w których 
wyjaśniono by wszystkie konsekwencje sformułowania zagadnienia brzegowego w każdej 
z tych teorii. Zazwyczaj badacze koncentrują się wyłącznie na relacjach konstytutywnych 
w oderwaniu od teorii, w której miałyby być one stosowane. Zwykle dokonuje się podziału na 
zagadnienia brzegowe fizycznie albo geometrycznie nieliniowe. Wydaje się jednak, że takie 
podejście nie jest wystarczające.  
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Klasycznym sformułowaniom związków fizycznych sprężysto-plastyczności poświęcone 
są między innymi monografie: Hilla 1950r. [161], Olszaka red. 1965r. [207], Perzyny 1966r. 
[217], Sawczuka 1982r. [241], 1989r. [242], Lublinera 1990r. [183], Khana i Huanga 1995r. 
[161] oraz wiele innych. 

Opublikowana po drugiej wojnie światowej monografia Hilla [161] pt. „The 
mathematical theory of plasticity”, położyła podwaliny i stała się przyczynkiem do rozwijania 
nowoczesnej teorii sprężysto plastyczności. Polscy uczeni podjęli ten temat i już w 1965 roku 
pod redakcją Wacława Olszaka opublikowana została monografia pt. „Teoria plastyczności”, 
poświęcona w całości zagadnieniom teorii deformacyjnej plastyczności, teorii plastycznego 
płynięcia, teorii nośności granicznej, badaniom doświadczalnym oraz pewnym szczególnym 
zagadnieniom brzegowym teorii plastyczności (np. płaskie plastyczne płynięcie i sprężysto-
plastyczne skręcanie prętów pryzmatycznych). Wśród współautorów tej monografii można 
wymienić m.in. Sawczuka, Perzynę, Mroza, Rychlewskiego, Szczepińskiego, 
Urbanowskiego, Marciniaka i Życzkowskiego, a w spisie literatury załączanym po każdym 
rozdziale znaleźć można wiele prac źródłowych takich autorów, jak Bridgman, Hencky, Lode, 
Hill, Prager, Drucker, Niepostyn, Sokołowski, Mises, Nádai, Iliuszyn i wielu innych. Na 
szczególną uwagę zasługuje Rozdział XII tej monografii zatytułowany „Współczesne 
kierunki rozwojowe teorii plastyczności”, gdzie w formie podpunktów wskazano m.in. 
następujące kierunki badań: „Odkształcenia skończone”, „Anizotropia. Niejednorodność”, 
„Hiposprężystość”, „Lepko-plastyczność”, „Mechanika gruntów”, „Zagadnienia 
dynamiczne”. Mimo upływu wielu lat i niewątpliwego rozwoju omawianej dziedziny, dzisiaj 
można by nakreślić analogiczne kierunki badań nad sformułowaniem i zastosowaniami teorii 
sprężysto-plastyczności, por. [6, 26, 61, 69, 11, 112, 151, 160, 167, 217, 313, 316-318]. 

Kolejna istotna monografia w języku polskim autorstwa Sawczuka [241] opublikowana 
została w 1982 roku. Zawiera ona usystematyzowane wyniki badań teoretycznych zapisane 
przy wykorzystaniu notacji absolutnej i teorii reprezentacji funkcji tensorowych w kontekście 
teorii idealnej plastyczności, teorii Levy’ego-Misesa, Prandtla-Reussa, stowarzyszonego 
prawa płynięcia, wzmocnień odkształceniowych i powierzchni granicznych. Zastosowania 
teorii plastyczności i teorii nośności granicznej pokazano na przykładzie układów prętowych, 
teorii płyt plastycznych, teorii linii załomów oraz powłok walcowych. 

W tym samym roku, co monografia Sawczuka, wydana została książka W.F. Chena [61] 
dotycząca plastyczności w betonowych konstrukcjach zbrojonych. W omawianej monografii 
zawężono modelowanie konstytutywne tylko do betonu zbrojonego wkładkami stalowymi, 
jednak wobec znacznej liczby zjawisk towarzyszących deformacji elementów konstrukcji 
betonowych (np. dylatacja, różnica między rozciąganiem a ściskaniem w teście 
jednoosiowym, itp.) można znaleźć tu wiele koncepcji rozwijanych później w przypadku 
innych materiałów. Obok systematycznie zaprezentowanej klasyfikacji modeli materiałów 
sprężysto-plastycznych do opisu właściwości betonu w monografii zawarte są podstawy 
sformułowania metody elementów skończonych w zastosowaniu do omawianych modeli 
(rozdział 9) oraz podstawowe badania doświadczalne stosowane do wyznaczenia parametrów 
materiałowych (rozdział 1, pkt.2). 

Wiele pozycji literatury dotyczących zagadnień teorii sprężysto-plastyczności zostało 
wydane w ostatnim dziesięcioleciu XX wieku - Lubliner [183], Khan i Huang [161], Simo 
i Hughes [252] i na początku XXI wieku Gambin i Kowalczyk 2003r. [98]. 

Podręcznik Lublinera stanowi łagodne przejście od teorii małych przemieszczeń do teorii 
dużych deformacji. Lubliner wykorzystał m.in. wcześniejsze własne prace [180-182] 
i zaprezentował teorię plastyczności małych przemieszczeń w ramach termodynamiki przez 
koncepcję zmiennych wewnętrznych (rozdział 1, pkt.1.5), por. także Jemioło i Giżejowski 
[148, 149]. Monografia zawiera ponadto fizyczne interpretacje procesów plastycznego 
płynięcia w przypadku materiałów o budowie krystalicznej, skał i gruntów oraz rozdział 
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poświęcony modelowaniu właściwości plastycznych w zagadnieniach statycznych 
i dynamicznych wraz z twierdzeniami ekstremalnymi i dowodami jednoznaczności 
rozwiązań. W ostatnim rozdziale zaprezentowano teorię plastyczności dużych deformacji 
w ramach termodynamiki procesów nieodwracalnych sformułowaną na bazie dekompozycji 
multiplikatywnej. 

W monografii A. S. Khana i S. Huanga [161] prezentacja teorii plastyczności od 
początku prowadzona jest w ramach teorii dowolnych deformacji. Teoria małych 
przemieszczeń pokazywana jest wyłącznie jako szczególny przypadek szerzej sformułowanej 
teorii dużych deformacji. Znaleźć w niej można rozdział poświęcony plastyczności 
pojedynczych kryształów, z której to historycznie wywodzi się koncepcja multiplikatywnej 
dekompozycji gradientu deformacji (por. także Lee [172], Boukadia i Sidorf [41]) oraz 
rozdział, w którym wskazano nowe trendy rozwojowe w teorii plastyczności (a wśród nich 
model wielopowierzchniowy Mroza [193, 194], modele dwupowierzchniowe Popova 
i Dafaliasa, itp.). W podręczniku tym brakuje jednak uwag na temat implementacji 
numerycznej (przydatności z punktu widzenia implementacji numerycznej, np. w celu 
zastosowania w programach metody elementów skończonych) omawianych modeli. Lukę tę 
całkowicie wypełnia monografia Simo i Hughesa [252], w której prezentowane są 
sformułowania i algorytmy MES w odniesieniu do teorii plastyczności małych i dużych 
deformacji, z różnymi typami wzmocnień i różnymi warunkami plastyczności.  

Teorie plastyczności prezentowane przez Gambina i Kowalczyk [98] pozwalają łączyć 
efekty lokalne występujące w trakcie deformacji plastycznej, dotyczące pojedynczych 
kryształów (wewnątrz jak i na granicy ziaren) materiału polikrystalicznego (metalu) 
z globalnym warunkiem plastyczności, por. także Nemat-Nasser [202]. W ten sposób 
otrzymuje się fenomenologiczny model mikroplastycznego płynięcia. Lokalne deformacje 
plastyczne są jednak znaczne w stosunku do efektu globalnego i wymagają stosowania opisu 
mechaniki ośrodków ciągłych. Znaczne deformacje plastyczne powodują rozwój tzw. 
anizotropii plastycznej (por. np. Szczepiński [266]) i w efekcie np. zjawisko lokalizacji 
odkształceń, por. także Stören i Rice [261], Bigoni i in. [34]. Zjawisko to jest analizowane w 
monografii Gambina i Kowalczyk na przykładzie blach izotropowych i ortotropowych, przy 
wykorzystaniu warunków plastyczności Hilla, Barlata i Liana.  

W przypadku teorii sprężysto-plastyczności zwykle dokonuje się podziału na zagadnienia 
brzegowe fizycznie albo geometrycznie nieliniowe, por. np. Zienkiewicz i Taylor [321, 322], 
Kleiber [162, 163], Crisfield [72, 73], ABAQUS Theory manual [1]. W niniejszej monografii 
podział tego typu będzie stosowany wyłącznie w celu odniesienia się do literatury 
przedmiotu. 

Z uwag i wniosków zamieszczonych w rozprawie doktorskiej Gajewskiego [99], jak 
i w pracach [101, 103-105, 146, 147] wynika, że teoria sprężystości i plastyczności w przy-
padku materiałów izotropowych z warunkiem plastyczności Hubera-Misesa [130, 190] oraz 
materiałów anizotropowych (tj. ortotropowych, transwersalnie izotropowych oraz o symetrii 
regularnej, czy zbrojonych włóknami) z warunkiem Hilla ze wzmocnieniem typu 
energetycznego, może być stosowana do zagadnień brzegowych dla stosunkowo małych 
odkształceń sprężystych i dużych odkształceń plastycznych oraz skończonych obrotów 
cząstek ciała, jeżeli stosowany jest algorytm NLGEOM (uaktualniany opis Lagrange’a).  

Dokładny opis zastosowanego sformułowania wariacyjnego zagadnienia brzegowego 
teorii sprężystości i plastyczności oraz algorytmu całkowania przyrostowych równań 
konstytutywnych jest zamieszczony na kilkudziesięciu stronach podręcznika teoretycznego 
programu ABAQUS/Standard [1]. Celowe jest porównanie sformułowania zaproponowanego 
w programie z opisem podanym w monografii Boneta i Wooda 1997r. [39] oraz w monografii 
pod redakcją Kleibera 1995r. [163], które dotyczą teorii sprężystości i plastyczności 
materiałów izotropowych z warunkiem plastyczności MHMH. Ponieważ koncepcja 
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zastosowanej teorii sprężysto-plastyczności łączy pośrednio zagadnienia hipersprężystości 
i plastyczności, to zasadniczą niekonsekwencją teorii zastosowanej w programie ABAQUS 
jest nieadekwatny opis sprężystych właściwości materiału i braku rozróżniania między 
tensorem naprężenia Cauchy’ego i tensorem naprężenia Kirchhoffa, w sformułowaniu słabym 
równań równowagi w konfiguracji aktualnej. W teorii plastyczności z warunkiem Hilla 
występuje nieściśliwość części plastycznej, co według instrukcji i podręcznika programu 
ABAQUS ogranicza zakres zastosowań omawianej teorii sprężysto-plastyczności do sytuacji 
ze stosunkowo małymi odkształceniami sprężystymi (rzędu 5%). Nie wprowadza się żadnych 
ograniczeń formalnych co do wielkości odkształceń plastycznych i lokalnych obrotów. Testy, 
które zamieszczono m.in. w [99] pokazują, że ograniczenia stosowanej teorii w zagadnieniach 
płaskich (płaskiego stanu naprężenia PSN i płaskiego stanu odkształcenia PSO) 
i przestrzennych powinny dotyczyć także lokalnych obrotów cząstek ciała w zakresie 
odkształceń sprężystych lub plastycznych. Zagadnienie to było analizowane także przez 
Casey’a 1985r. [55]. 

Teoria plastyczności dużych deformacji rozwija się nieustannie od końca lat 
siedemdziesiątych ubiegłego wieku [32, 39, 45, 126, 201, 218, 310]. Nie istnieje jednak 
obecnie konsensus odnośnie sposobu sformułowania teorii plastyczności materiałów 
izotropowych i anizotropowych dużych deformacji. Rozwijane jest równolegle wiele 
kierunków. Za pionierskie można uznać m.in. prace opublikowane przez Lee [173,174], 
Hibbitta i in. [123] (jeden z twórców systemu MES ABAQUS [1-5]), Kratochvila [166], 
Hahna [117], Argyrisa, Doltsinisa i Kleibera [19-21] oraz Caseya i Naghdiego [58-60]. W 
pracach tych wyraźnie rysują się dwa nurty odnośnie do wydzielania wielkości 
charakteryzujących deformację plastyczną. Jeden nurt to rozszerzenie i uogólnienie teorii 
małych odkształceń, czyli pozostanie przy dekompozycji addytywnej oraz ewentualne 
wprowadzenie tensorowych miar logarytmicznych odkształceń, np. Hibbitt i in. [123]. Drugi 
nurt, czerpiący motywację z mechaniki materiałów krystalicznych, postuluje dekompozycję 
multiplikatywną tensora gradientu deformacji, por. Asaro [23], Lee [173, 174], Clifton [67], 
Casey i Naghdi [57], Lubarda [179]. Zgodność tego drugiego nurtu kończy się na 
dekompozycji multiplikatywnej, dalej każdy z elementów formułowanej teorii jest 
dyskusyjny i wśród badaczy nie ma zgody po dzień dzisiejszy. Rozbieżność dotyczy także 
formułowania powierzchni plastyczności w przestrzeni stanu naprężenia lub w przestrzeni 
stanu odkształcenia, por. Naghdi i Trapp [197], Yoder i Whirley [315] czy Xiao i Chen [312]. 
Trwa dyskusja, czego dowodem mogą być prace z ostatnich lat poświęcone tej tematyce, por. 
np. pracę Dafaliasa [77, 78], Mariano [185]. Najmniej kontrowersyjne wydają się poglądy 
zapoczątkowane w pracach Simo [248-251], który w swoich pracach przedstawia teorię 
plastyczności dużych deformacji materiałów izotropowych przy uwzględnieniu dekompozycji 
multiplikatywnej, dla sprężystości postulując relację hipersprężystości. Przez ostatnie kilka lat 
intensywnie rozwijana jest teoria sprężysto-plastyczności z zastosowaniem logarytmicznych 
tensorów odkształcenia, która łączy hipersprężystość i klasyczne sformułowanie teorii 
plastyczności ze stowarzyszonym prawem płynięcia, uzupełniona przez odpowiednie 
obiektywne związki przyrostowe, adekwatne do implementacji w kodach MES. Głównie są to 
prace zespołu: Xiao, Bruhns i Meyers [46, 47, 188, 299-310]. 

Teorię hipersprężystoplastyczności stosuje się w tej monografii do rozwiązywania zadań 
brzegowych w przypadku metali, dla których są dostępne dane materiałowe i możliwa jest 
weryfikacja doświadczalna, por. np. Stören i Rice [261], Wu i in. [298], Cabezas i Celentano 
[50], Ajdukiewicz i in. [7-13] oraz [106, 290]. 
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